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Compie oggi l'ottavo giorno, dacché mi fa portato un 
problema numerico, sulla soluzione del aguale sembra che 
fosse slata trovata qualche difficoltà. 

La questione mi era presentata in questi precisi termini: 

« Siano 1000, 1500, 2000 metri quadrati le superficie 
» rispettive di tre prati, ne' quali l'erba è d'eguale altezza 
» e cresce di moto uniforme. Il primo prato ha nudrito 5 
» bovi per 10 giorni; il secondo 6 bovi per 16 giorni. Si 
» chiede per quanti giorni il terzo prato nutrirà 9 bovi?» 

Questa esposizione lasciando alquanto incerto, se il ta- 
glio dei prati dovesse supporsi successivo, oppur simulta- 
neo, considerando ciascuno appezzamento rispetto all'altro; 
feci una soluzione per quattro casi: il primo, che mi parve 
il più naturale, giusta la esposizione medesima, supponeva 
che il taglio fosse immediatamente successivo, cioè che fi- 
nito il primo, si ponesse subito mano al secondo, esaurito 
il quale, dovesse tosto cominciarsi il terzo: il secondo caso 
ammetteva che il taglio dell'erba o del fieno fosse contem- 
poraneo giorno per giorno in tutti e tre i prati: il terzo 
caso riteneva che fosse contemporaneo il taglio de' due pri- 
mi prati, e che si dasse principio al terzo dopo I' esauri- 
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mento del secondo: il quarto finalmente manteneva la si- 
multaneità del taglio dei primi due; e supponeva di dar 
principio al terzo, quando fosse stato esaurito il primo. 

Ma quale fu la mia sorpresa, allorché vidi, che gli ulti- 
mi due casi mi portavano ad una conclusione praticamente 
assurda, mentre pareva manifesto che praticamente nulla 
avessero di ripugnante? 

Questo incidente, che mi costò qualche ora di rifles- 
sione per decifrarlo, mi parve che desse una certa impor- 
tanza al problema; ed è per ciò che mi sono determinato a 
pubblicarlo. Se importanza non abbia, queste poche righe 
di scritto saranno un lavoro inutile di più ; ma essendo 
tra quelli che non recan danno a nessuno, posso metterlo 
in corso senza scrupoli ! 

Dando al problema, che potrebbe chiamarsi dei tre pra- 
ti, la generalità conveniente, parrebbe che potesse enun- 
ciarsi in questa maniera: 

« Si hanno tre prati della respettiva superficie a, 6, c, 
» nei quali l' erba è in eguale condizione di altezza, di 
» spessezza e di floridezza , e vi prende un incremento 
» proporzionale alla superficie e al tempo, dentro certi lì- 
» miti. Mettendo in taglio il primo prato, ed estraendo erba 
» ogni giorno per l volte una quantità fissa e incognita q, 
» si è esaurito in g giorni ; e facendo altrettanto per il se- 
» condo, ma sottraendovi erba per m volte la stessa quan- 
» tità q ogni dì, è stato esaurito in h giorni. Si domanda in 
» quanti giorni l'erba del terzo prato verrà ad esaurirsi, 
» ricavandone ogni giorno la quantità nq. » 

Rappresentiamo con p la quantità incognita dell'erba 
contenuta nel primo prato di superficie a un giorno prima 
d' incominciarne il taglio: è chiaro che le quantità p' e p" 
contenute respettivamente nel secondo e nel terzo prato, 
dovranno essere proporzionali alle respettive superficie, e 
che perciò avremo 

a : 6 : : p : p '= ^; a : c : : p : P"=~- 



Digitized by Google 



Notiamo inoltre con r l'incremento diurno incognito del- 
l'erba sulP unita, con cui vogliamo misurar p; chiamiamo 
t il tempo dell' esaurimento del terzo prato, il qual tempo 
è l'incognita finale del problema; e supponiamo in fine che 
il taglio dell'erba si faccia regolarmente per le rispettive 
quote ogni ventinuattr' ore. Saranno incognite p, q, r, f; 
mentre riguarderemo come date le quantità /, m, n, g, h; 
o sarà del pari evidente, che se con le giornaliere sottra- 
zioni, espresse da Iq, mq, ed nq, vogliamo esaurire i suc- 
cessivi residui co' loro incrementi, la questione posa essen- 
zialmente su i quesiti di annualità, de' quali la formula ge- 
nerale è 

ove x rappresenta la somma che si ritira al termine di ogni 
unità di tempo, per cui e espresso t; p è il capitalo, che 
vuole esaurirsi co' suoi frutti ; ed r è il frutto dell' unità , 
per cui si computa p 

Dunque per il primo prato , poste le condizioni prece- 
denti, si avrà in ogni caso la relazione 

Ammessa frattanto la prima ipotesi, mentovata in prin- 
cipio, cioè che il taglio del secondo prato si faccia subito 
dopo il primo, e quello del terzo dopo il secondo; si fa 

hn 

manifesto, che la quantità p ,= =-£i nei g giorni ne'quali vie- 
ne ad esaudirsi il primo prato, assume un incremento pro- 
prio della legge del frutto composto, potendo supporsi che 
rientri ogni giorno in capitale il frutto del dì precedente; 

sicché p 1 diverrà *=/>'( I-*- r)*s=-^(4-hr)*. Ma se il terzo 

prato dev' essere sottoposto al taglio dopo il primo e il se- 
condo, ha luogo di vegetare in tutta la sua estensione per 
giorni e per conseguenza la quantità da esaurirsi con 
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la quotidiana estrazione di nq sarà espressa da 

P=p"[\ + r )<+*= c £(1 +r)r«. 
La formula di annualità darà dunque 

fe(4+r)f.r(l+r)* ^(l+r)*+* 
(1-*-r)*-l (l^rf-f 

(l+r)'-i (l-+-r)'-< 

Queste saranno le tre equazioni, dalle quali dovremo 
concludere il valore di / nella prima ipotesi; e intanto ci di- 
chiarano, che il problema è a quattro incognite, di grado 
elevato, e trascendente. 

Nella ipotesi seconda, la quale è che pongasi mano si- 
multaneamente al taglio dei prati, sta ferma la prima equa- 
zione; e le altre due divengono più semplici, perchè in tal 
caso non ha luogo l'incremento composto sulle respettive 
quantità totali. Infatti ritorna il medesimo, che supporrò 
eguali a zero g nella 2.», e g ed h nella 3."; le quali perciò 
porgono respetti vamonte per questa seconda ipotesi 

4.» mq=f_ 1 ; 

(^r)V 

&• nq-- 



(1-»-r)'-1 

Per la ipotesi seconda saranno dunque da trattarsi le 
equazioni J.", 4. a , e 5.» 

La terza ipotesi, che è di por mano al terzo prato 
quando è esaurito il secondo, cominciato insieme col pri- 
mo, ammette visibilmente la 4.* e la 4.°, come nel caso 
precedente; ed avrà luogo V incremento a frutto composto 
su p" durante il tempo h, in cui si esaurisce il primo o il 
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secondo prato, supposto fc>g. Per conseguenza alla *.• e 
alla 4.» anderà unita in tal supposizione la seguente 

6. a nq= a v . 

^ Finalmente se, ferma stante la simultaneità del taglio 
dei primi due prati, si vuole che sia posto mano al terzo 
dopo l' esaurimento del primo, giusta la quarta ipotesi; in- 
terverrà un frutto composto per p" durante il tempo g\ e 
quindi con la I." e con la i. a dovrà trattarsi la 

7. " nq= a l _. 

Stabilite così le formule generali per questi quattro distinti 
casi, procediamo alla soluzione delle equazioni, risguardanti 
il primo. 

Fatto, per maggior semplicità e chiarezza, 
le prime tre equazioni diverranno 

Dividendo la prima per la seconda, si eliminerà pr e q, ed 
otterremo un rapporto con la sola incognita t/, espresso 
dalla 

8.» t/*(ò/-ham)-+-am=0 ; 

e facendo il quoziente tra la seconda e la terza, troveremo 
agevolmente 

J - 1f cm+bn-cmy* 
d'onde, per i logaritmi, 

^ t^Log.^^^ : Log.y. 

Dalla equazione 8. a , che è del grado 9-4-/1, avremo i va- 
lori reali di y, che vi sodisfanno, e quindi r dalla ausiliaria 



presupposta, i -+- r=y. Tra questi valori v'è l'unità, come 
discopresi facendo y=1 nella 8* medesima ; ma questo non 
fa per noi, perchè darebbe r=0, cioè contradirebbe al sup- 
posto dell' esistenza di un incremento nella vegetazione. 
Contradittorio sarebbe pure il valore di r, che risulterebbe 
dai valori negativi di y\ e per conseguenza dovranno 
escludersi le radici negative reali, che la stessa equazione 
8. a potesse somministrare. Dovremo dunque tener conto 
delle radici reali positive e maggiori di I ; e tra queste ac- 
cettare quelle soltanto, che nella 9. a rendono cmt/*<cm-hòn, 
altrimenti sarebbe negativo il secondo membro della mede- 
sima, e il primo non potrebb' esserlo, essendo positiva qua- 
lunque potenza reale di radice reale positiva. 

Volendo fare un'applicazione numerica al caso parti- 
colare, mentovato in principio, avremo: a=1000; 6=1500; 
c=2000; /=5; wi=6; n=9; g=H0; /i=*5; e l'equazio- 
ne 8.* darà 

t/»*— 1,8.j/ ,4 -t-0,8=0 

la quale essendo di grado impari con l'ultimo termine posi- 
tivo, ha una radice reale negativa, di cui non ci occupiamo; 
ha t/=1, che come si è detto, deve pure escludersi; e con 
un'approsimazione dentro i diecimillesimi dà y= 4,04*55, 
d'onde r=.0,0U5o; cioè un incremento di 4,455 su 100 per 
ogni giorno. 

Con questo valore di y e con gli elementi su espressi, 
la 9.» dà 

v t— ì e- ? — JL.—4 974. 

J 17 — 8r i» 47— 8-l,54J 7,064 ' » 

da cui trarremo 

cioè il terzo prato verrebbe ad esaurirsi in 46 giorni e tre 
quarti prossimamente. 

Passando al secondo caso, le equazioni da risolversi sa- 
ranno 
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P r T* . hpryh _ cpryt 



delle quali, le prime due, fatto h—g=5 t daranno 

U' {bl—amW—blyà+am^O; 
la seconda e terza 

bn 



12.» tf= 



La H.\ del grado /i, farà conoscere i valori positivi di 
y, maggiori dell'unità, da introdursi nella 12.»: e questa con 
la condizione cm<cmy- h -hbn, aOìnchè non resulti l'assurdo 
dell'eguaglianza tra quantità positiva e negativa, determi- 
nerà i valori opportuni. 

Co' dati dell'applicazione precedente, la H. a porge 

i/'*-5t/»H-4=0; 
la quale, fatto »/*=s, si riduce a 

3»— 53+4=0, 

che ha per radici g = ~ 1 ~ Vl7 > s= :=l±Vi7. so noda 

escludersi le prime due, perchè danno y=l, ed y negativo: 
la terza dà ^=1,56155; d'onde j/=1. 09323, ed r=0,09323. 
La <2.», che nel caso nostro diviene 

J r ,s H-8 
con questo valore di y dà 

^=2,902; 

e per conseguenza 

taJlL > ' , g > = ^Mg»74___ <J QH(|> 
O,0387HJ~ ' *' 

cioè quasi 12 giorni il tempo richiesto. 

Pel terzo caso, stando ferme le prime due precedenti, 
avremo lo stesso valore di y e di r. Dividendo la seconda 
del caso precedente, cioè 
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troveremo facilmente la 9. a del primo caso 

t= bn 

' cm-\-bn — COI/* 1 

per la realtà della quale dovranno sussistere le condizioni 
generali, a suo luogo stabilite. 

Ora ò di tutta evidenza che, nell'applicazione numerica 
precedente, avendosi pel caso nostro y i ~ 1,56155, e quindi 
y'*=3,8077, non si verifica la condizione cmy n <£.cm-*-bn , 
anzi quel monomio risulta notevolmente maggiore di que- 
sto binomio; e quindi ne inferiremo che il caso relativo è 
praticamente assurdo, cioè impossibile, contro ciò che a 
prima vista poteva sembrare. 

E nella stessa condizione di assurdità ritrovasi il caso 
numerico d'applicazione, più volte citato, nella ipotesi 
quatta: perciocché mettendo in rapporto la prima 

. prr* . . CpryK-1-t 



ne trarremo la 



I3.« 1/: 



alt 



an-i-cl—cly*' 

nella quale dovrà essere cltf<an+cl, affinchè sia possibile 
il caso supposto. Ma col valor precedente di t/, e co' soliti 
dati, abbiamo 

^=2,4384; ei.y*fa=843«4; ed an + c/=19000 : 

dunque e praticamente impossibile anche questa combina- 
zione. 

Ora si può domandare: per rispetto al problema, qual'è 
la ragione di questa impossibilità, che l'analisi relativa ci 
ha rivelata? 

Per poco che si rifletta, vedremo facilmente che il pro- 
blema sarà generalmente impossibile, ogni qual volta la 
quota diurna nq del terzo prato fosse minore del frutto o 
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dell' incremento, pur diurno, che il prato stesso potesse 
somministrare, in virtù della sua estensione, del vigore 
presupposto nella vegetazione dell'erba, e del tempo che si 
concede prima di por mano al taglio del medesimo. — Frat- 
tanto è chiaro : 1.° che i dati sul primo e sul secondo prato 
determinano r, ossia l'incremento diurno sulP unità, rela- 
tiva a p : 2 ° che r dovrà esser tanto maggiore in un certo 
rapporto, quanto minore è la differenza di tempo tra il prin- 
cipio del taglio dell' uno, e il principio del taglio dell'altro; 
perchè le altre condizioni rimanendo le stesse, ove manchi 
il tempo affinchè o l'uno o l'altro prato si arricchisca 
quanto accorre per sodisfare alle esigenze della questione, 
dovrà supplirvi un incremento maggiore, o una vegetazione 
più vigorosa: 3. 9 che quindi sarà massimo l'incremento r 
quando il principio del taglio de' due prati sia simultaneo; 
ed infatti nel caso numerico si è trovato r nella seconda 
ipotesi più di sei volte maggiore che nella prima: 4.° che 
la quota nq, la qu.ile ha rapporto col terzo prato, ha delle 
strette attinenze con le relazioni spettanti al primo e al se- 
condo, ricavandosi dalla prima equazione 

e dulia seconda 

bnpryb 

o. D che per conseguenza la stessa quota nq ha un valore 
determinato con r e con p, e può non essere sufficiente ad 
esaurire il terzo prato, allorché questo si trovi nelle circo- 
stanze preaccennate. 

Ricerchiamo adesso la condizione generale di possibilità 
del problema per la terza e per la quarta ipotesi precedente. 

L'entità dell'erba nel terzo prato, al principio da cui si 

contano i nostri tempi g, h t t, essendo ? , dopo h giorni sa- 
rà divenuta cp *~, e - 7 ~ dopo g giorni. Dunque i frutti o 
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gl'incrementi diurni di queste due quantità saranno respet- 
tivamente C -^-> e Ma è di tutta evidenza, che que- 
sti incrementi dovranno esser minori di nq, affinchè l 'esau- 
rimento del terzo prato sia possibile; dunque, prevalendoci 
dei due valori di nq precedentemente riportati, dovrà aversi 

bnprf* . cp r T h . npryg cpryl # 

cioè la condizione di possibilità pel terzo e pel quarto ca- 
so, sarà espressa dalle due respeltive relazioni 

bn ^ an 

Se in queste poniamo i valori precedentemente stabiliti, 
giusta l'ipotesi d'applicazione, vedremo che non sono 
adempiute, e che perciò il problema è impossibile nelle re- 
lative contingenze, siccome ci avevano avvertito le formu- 
le, che debbono somministrarci il valore di t. 

Si può per altro determinare il tempo, dentro al quale è 
necessario iucominciare il taglio del terzo prato, affinchè 
sia esauribile con la solita quota ng, nel supposto del ta- 
glio simultaneo del primo e del secondo. Infatti, rappre- 
sentato con 0 questo tempo, c — esprimerà la quantità che 

deve esaurirsi ; ^? il suo giornaliero incremento ; ed è 

chiaro, che se questo si eguagli ad nq f allora 0 rappresenterà 
il limite del tempo, dentro cui sarà possibile l'esaurimento, 
venendo così a ricercarsi il tempo, nel quale il frutto sa- 
rebbe uguale alla quota che vuole estrarsi. Avremo dunque 

e quindi 

d'onde 6 cologaritmi. 
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Così nel caso nostro avremmo iy9=4,5257, e quindi 
t,74; cioè quasi quattro giorni e tre quarti. Se dunque 
si cominciasse a tagliare l'erba del terzo prato 4 giorni 
dopo aver manomesso i primi due, il problema sarebbe 
aritmeticamente solubile. 

Infatti, la quantità da esaurirsi sarebbe espressa da ^L, 
e quindi avremmo 

cpry\y* "pry 10 ry« ny* 

a^*— l)~" n 9— /( r io_i)' ^yrZVj l\j io — i j» 

d'onde 

anr* 

lf—c/+anx'—ctr"' 

Posti in questa i valori di a, c, l, n, di t/ ,0 =2,438i, e di 
tf— 1,70713; troveremo t/'=15,675 e finalmente 

9,0387115 

cioè giorni 30, e 88 centesimi di giorno, prossimamente. 

È poi inutile avvertire che o l'una o l'altra delle due in- 
cognite p, q, rimane indeterminata, potendosi soltanto sta- 
bilire il loro rapporto; e che le combinazioni sul principiare 
del taglio dei tre prati, possono essere in gran numero: ma 
il saggio di soluzione e di critica, qui espresso, sembra suf- 
ficiente a dirigere per ogni contingenza in proposito. 



Quesito Secondo. 



Il secondo quesito mi è stato motivato da una impresa 
industriale di molta importanza, nella quale oltre alle rate 
annue per l'esercizio della medesima, oltre a quelle pe'frut- 
ti, ammortizzazione ed altro, rimaneva una somma dispo- 
nibile, con cui si voleva conferire un egual premio a tutte 
le azioni, nell'atto di lor successiva dimissione. Per con- 
seguenza si trattava di trovare la formula opportuna; ma 
non pareva facile, a cagione di una circostanza; la quale 
era, che alle Azioni si pagava un frutto maggiore di quel- 
lo, che poteva presumersi pel rin vestimento dei residui, 
ai quali ogni anno doveva dar luogo 1' amministrazione 
dell' impresa. 

Il problema pertanto potevasi convenientemante enun- 
ciare così: 

Dall' annuo prodotto fisso di una certa impresa indu- 
striale togliendo le spese d'esercizio, di mantenimento e di 
amministrazione, e inoltre una rata fissa per formare un 
fnndo determinato allo spirare della concessione relativa , 
resta una somma ; da cui sottratta quella che occorre alla 
estinzione del capitale nominale dell'impresa istessa co'suoi 
frutti, durante la concessione di questa, abbiamo ancora un 
residuo apprezzabile. Si domanda qual premio fisso potrà 
assegnarsi con quest'annuo resto alle quote del capitale, 
che successivamente vanno dimettendosi, nella supposi- 
zione della diversità di frutto tra quello che si paga e 
quello che si riceve. 

Per risolvere tal questione, ho proceduto in questa 
guisa. 

Si rappresenti con p il capitale da estinguersi; con H il 
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frutto che gli si dee corrispondere sull'unità di moneta; e 
con / il tempo, nel quale vuol farsi la restituzione dell'in- 
tero capitale p. La nota formula 

ove è fatto i-hR=Q, ci darà la rata x annua, con cui 
potremo in / anni estinguere/) co' suoi frutti: e posto 

x—pR=7 , 

sarà « la quota fissa di ammortizzazione, che co' risparmj 
crescenti su i frutti trattenuti alla parte dimessa del capi- 
tale, deve compire l'esaurimento in proposito; ed avremo 

La somma , che risulta dal sottrarre dalla rendita co- 
stante dell'impresa le spese d'esercizio, di mantenimento, 
di amministrazione e di formazione del fondo prestabilito, 
si rappresenti con o ; si chiami r il frutto dell' unità di 
moneta, al quale potremo rinvestire i residui, che si deb- 
bono verificare; e notisi con y il premio incognito, che 
sulla stessa unità sarà possibile assegnare , giusta V entità 
della somma a ciò destinata; la quale, significata con ver- 
rà espressa evidentemente dalla equazione 

Ciò premesso, è chiaro che al termine del 1.° anno, in 
cui vuoisi cominciare la dimissione del capitale sociale, 
avremo disponibile, per la relativa operazione, la somma 

con la quale deve pagarsi il frutto pR su tutta la somma 
p, la prima quota a di ammortizzazione, e il premio su que- 
sta, rappresentato da »y, perchè y è il premio su 1 ; quindi 
il primo resto sarà espresso da 

Alla fine del 2.° anno avremo a disposizione la solita 
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somma », il resto p J e i suoi frutti p,r, essendo supposto 
il rin vestimento ad r per <. Dunque il complesso verrà 
dato da 

S,=7-t- jS — at/ -t- (£— ai/)r=i -e 0— a y)( 1 + r)=* h- pq — 3^1/ 

ponendo l -hr=<y. 

Frattanto, al principio di questo secondo anno, il capi- 
tale e rimasto 

a*=p— * ■ 

per conseguenza la rata dei frutti al termine di quest'anno 
medesimo sarà 

b t =plì—*li : 

e poiché si risparmia li sulla costante pR, cioè si paga di 
meno ali per frutti, in grazia della parte a dimessa sul ca- 
pitale; ne verrà che la quota da dimettersi risulterà di que- 
sto prodotto *R e della quota fìssa », ossia equivarrà a 

Il premio corrisponderà dunque a 

Le tre partite 6 S , c,, d s , rappresentano visibilmente lo 
spese, che debbono farsi con la somma disponibile s t : per 
conseguenza il secondo resto sarà espresso da 

p t =i-4-fiq—3qy—pR-t-otR—u — yR—uQy 

=P(\+q)->(q+Q)y. 

In egual modo, facendoci a computare per la fine del 
terzo anno, troveremo di avere a disposizione la somma 
solita v, con f, e suoi frutti f,r, cioè 

V=7-f-j5(1 -*-q)+P{\ -*-q)r—-<[q-hQ)tj—'r[q+Q)y 

='>-+-fi{q-hq l )—'-<(q t -*-qQ)y. 

Ma il resto di capitale, esigente il fruito di R per \, sarà 
il precedente a, diminuito della quota c,. dimessa alla fine 
dell'anno precedente; cioè 
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e quindi i suoi frutti saranno 

ò,=pfl— *fl— >QR; 
la quota da dimettersi sarà 

Ci=*-+-*R+*QR=*Q-hc,QR=xQ* ; 
e il premio su questa 

Dunque pel terzo resto avremo 

Procedendo nella stessa maniera, troveremo agevol- 
mente per il 4.° anno : 

la somma disponibile s t —T-*-o i -*-c l r='t-irfi[q^q*A-(f) . . . 

— Aq^Q-^qQ'ìy; 

il capitale fruttifero <r 4 =p— ^-t.Q+Q»); 

il suo frutto 6 4 =pfl— *R(ì-h Q+Q*) ; 

la quota da dimettersi c t ~x-i-aR(i-i-Q-+-Q 1 )=xxQ i 

il suo premio d 4 =7(py. 

Per conseguenza il quarto resto sarà 

Egualmente ci sarà facile vedere che avremo : 

O,=p-.(1-HQ-hQ«H-0»); 
b^pR—vRii+Q+Qi+Qi) ; 
C t =*-*-*R[i-<-Q-i-Qt+ Q*)=>Q* 

Considerato frattanto, che il procedimento è uniforme, e 
che la legge di respettiva costituzione delle singole parti 



- 48 - 

del lavoro analitico è chiara e assicurata; potremo conclu- 
dere legittimamente, che dovrà essere in generale pel f.*> 
anno: 

s t =a+p(q+q*+q*+ec.+q t - ì )—*((f- l +q t ^Q-hec.+qQ t -')y; 
a t =p—> ( 4 h- <?-»- Q'-f-ec, -4- <?-*) ; 
b t =pR—*IìH+Q-i-Q>-¥-cc.+Q'-') ; 

f t =£(\+q-+-q*-hec.+q t - 1 )--*{q'- , -*-q'-' l Q+ec.-hQ'- l )y. 

Ma essendo a già quanto occorre, perchè con pR dimetta 
il capitale p in t anni, ed y dovendo essere ciò che è ne- 
cessario, aOlnchò sia contemporaneamente estinto l'annuo 
residuo p co' suoi frutti e con tutte le sue successive ri- 
manenze; ne segue che alla fine del tempo t non dee aversi 
resto di veruna specie; e dovrà quindi essere />,=(), e per 
conseguenza 

(4) .. o(q t - 1 +q t -'Q-hec.+Q'- l )y==P{l-i-q+q t +ec.-*-q , - ì ) 

Jfcj) J(H) 
- 9 -i — 

Qui osserveremo, che se il frutto che si paga fosse 
uguale al frutto che si riceve nella collocazione dei residui, 
sarebbe /i=r, Q=q t e quindi (posto mente che il coeffi- 
ciente polinomio di y ha t termini) avremmo atq'- 1 y= ?' 9 ~ ' \ 
d' onde 

«... 

come ottenni, procedendo fin da principio su questa ipo- 
tesi, per una ricerca analoga nel progetto economico, rela- 
tivo all'essiccazione del Padule di Fucecchio. 

Riprendendo l'equazione generale (i), noteremo che il 
polinomio preindicato, il quale è scritto tra « ed y, offre la 
singolare combinazione dello sviluppo del binomio q+Q 
alla potenza t— 4 , mutata la legge dei cocflicicoti nella 
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uniformità del coefficiente, che è l'unità in tutti i termini. 
Quindi riconosceremo facilmente, che il polinomio stesso è 

una progressione geometrica , della quale il rapparto è -5 , 

il primo termine q'-\ l'ultimo (p- 1 , e t il numero dei ter- 
mini. Sommandola con le note formule, troveremo senza 
difficoltà 

li—r r 



d'onde in fine 



Se invece di determinare y per p , si assegnasse il pre- 
mio, e volesse conoscersi la somma occorrente per sodi- 
sfarvi, non avremmo che a calcolare P per la 

E a questo punto giova considerare, che a t rappresen- 
tando il resto di capitale fruttifero per 1' ultimo anno , è 
chiaro che dovrà corrispondere precisamente all' ultima 
quota di dimissione, data da c,, affinchè sia veramente di- 
messo tutto il capitale p, e per conseguenza dovrà essere 

(8) . . . a t z=c t =uQi-i 

Ora si vedrà facilmente (ricordando le formule (\) e (2), 
l'altra x=pR-*-*=*Qfi, e le progressioni) che abbiamo 



a t =p 7j £ — —r ~ 

come doveva essere. 

Parimente, se «Q'~ f è il residuo finale fruttifero, il suo 
frutto sarà dato da aRQ*' 1 ; ma la b t esprime questo me- 
desimo frutto; dunque dovrà aversi 

(9) . . . b^RQ 1 - 1 



r 



— SO — 



Frattanto si ha Ò l =pfl--^5t2!±li) ss ^/i--«g/- 



precisamente come occorreva ; e ciò costituisce una bella 
riprova analitica, la quale ci assicura della veracità de! 
nostro procedimento, e delle deduzioni che ne consegui- 
tano. 

Il caso, che ha dato origine a queste formule, si riferi- 
sce ad un progetto di fornitura d'acqua potabile alla città 
di Firenze, e porge i seguenti dati per un'applicazione nu- 
merica. 

In 45 anni si vuole ammortizzare un capitale nominale 
di sette milioni di lire italiane, a cui si retribuisce il frutto 
dell' otto per 100. Dalla rendita fissa dell'Impresa suddetta 
tolte le spese di esercizio, di mantenimento, di amministra- 
zione e di formazione di un fondo nel detto intervallo di 
tempo, rimane disponibile la somma 8nnua «7=^616750,32. 
Si domanda quale sarà la somma fìssa P per i premj, e 
qual premio potrà assegnarsi alle quote del capitale nomi- 
nale, che successivamente si dimettono. 

Il frutto pR sarà di it. lire 560000,00 

e la formula (2) darà . . . «= 18110,90 



Sarà inoltre Q=1-t-fl=1,08; e supporremo di poter 
rinvestire al 6 per 100 i nostri residui di cassa. Avremo 
quindi g=1 -+-t-=l ,06 ; ed essendo f=45 anni, la (6) darà 
t/=0,5; cioè § su 1, e per conseguenza il premio sarà del 
50 per 100 su tutto il capitale preindicato. 




pK-h*= 578110,90 
. . . 9= 616750,32 
. . . /5— 38649,42 
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